Problemes ouverts, narrations d e recherche, taches
complexes et créativité mathématique

Fiche11-, A OOECI

1)* Les polyndémes de Tchebicheff

Montrer que pour tout Oréel, ATc® 0 AToOoud ® co p.

Montrer que pour tout entier £ ¢, pour tout Oréel, AT @ po AT @ po ¢AT HOATO

En déduire deux fonctions polynémes 0 et 0 telles que pour tout O réel,

Alod 0 AioOpuisAT® 0 AT ®

On suppose pour un entier & ¢ tel que pour tout Qde 2 & £, il existe une fonction polynéme 0 telle que
AT°Qo 0 ATo@Montrer qu'il existe une fonction polynome 0 telle que AT © p 0 0 AToO
Qu’en déduit-on ?

Exprimer 0 puis résoudre 0 @  Ttet en déduire les valeurs exactes de AT © et AT © .

2) Famille de fonctions

¥

On considére pour Qréel la fonction "Q définie sur lintervalle —-zn—————————ﬂj————————%(—,————— e i“"““‘i““
=02 ]pr' Qe & Qi Q¢ & L
On a représenté ci-dessous dans un repere orthonormé 0P wz—— ------- -------
du plan la courbe i et une autre courbe i  pour une E ¢
certaine valeur entiére de & . e R J ----- ----- L -------- -------- J
Etudier le sens de variation de "Q
Justifier que toutes les courbes I  passent par trois points | m™---/-- * """" """" *
fixes.
Calculer "Q Tt et en déduire & . Etudier les variations de "Q. : = - parm pn r—
Faire une animation GeoGebra avec un curseur. '

B et BT R R ettt

Soit Qun réel.
Soit U un point de i d’abscisse Wet le point U a@l’abscisse @ " .
Déterminer les coordonnées du vecteur 0 08e

En déduire comment tracer i et I sur U'intervalle [2" ;4" ] et le faire.



4

3)* Conjectures, conjectures...

3m

Soit "Qla fonction définie sur 8 par "Qeo WO EJ On a tracé la

courbe i représentant "Qet la droite Qd’équation @
Emettre une conjecture sur la parité de "Qet la démontrer.
Emettre au moins deux conjectures sur la droite 'Q et les

démontrer.

4) C’est carré avec GeoGebra

Voici un « signal carré » représentant une tension 6 0 de période Y T ¢ ( cette période est celle du

courant alternatif domestique "O - v THOQ telle que :

T 60 p 1wolts pour O compris entre Tt et, —. U (en V)

T 60 T volt pour Ocompris entre "Yet —.

t (ens)

00.020.010.02 0.020.02 0.030.02 0.040.02

Tracer avec GeoGebra la courbe représentative de la fonction "Qdéfinie par '‘Q0 v —O Ed T"T0 et régler

I’échelle des axes afin de la visualiser correctement.

Représenter ensuite les courbes représentatives des fonctions suivantes :

L ) ™ .
Qo Qo0 0‘_‘0 Ed mt“mo
L ) S .
Qo Qo UTO 110
N S | P .
(6] Qo XTO EX m“mo

La syntaxe est la suivante : f(x)=5 4 20 / (3" ) sin(100 x)

Si vous souhaitez représenter la fonction sur [0 ;4o00], il faut ajouter :

f(x)=Fonction[5 + 20 / (3") sin(100" x) ;0 ;4o00] ou f(x)=Si[x>0 ;5 4+ 20 / (3" ) sin(100" x)]
Il est possible d’écrire directement les additions de fonctions comme dans 1’énoncé.

Comparer visuellement la représentation de chaque fonction au signal d’origine.

On consideére la fonction “Y définie sur A par :

¢m

A _em
<Q p

OEdngQ p“ o



Exprimer Y 0,°Y 0,7Y 0,"Y 0 en fonction O

Quelles fonctions reconnait-on ?

On va utiliser le logiciel GeoGebra, pour tracer la courbe de Y pour différentes valeurs de €.
Créer un curseur € (de 0 a 40).

Créer la fonction "Qdéfinie sur A par :

Qo %O EdngQ p“ @
puis la fonction "Ydéfinie pour @ Tipar 'Y U Qw38

Il est possible de saisir la syntaxe

Enlever I'affichage de la courbe représentant "Q

Déplacer le curseur €.

Comparer les courbes obtenues avec le signal d’origine.

| Pl Pl pall P
A& Al

00.020010.02 003002 00302 004002 005D.02 006002 007.02 008002 00db02 01002 011002 013002 0.130.0;

Vous trouverez dans ce document la décomposition en série de Fourier des signaux usuels

http://poujouly.net /filesp/fiche/fiche dsfourier.pdf.

Transformer 'expression de la fonction "Qpour les représenter avec GeoGebra puis les imprimer (Exporter
—Presse-papier—Ctrl+V dans le document colle I'image de la fenétre graphique que 'on a correctement
dimensionnée).

Se renseigner sur Joseph Fourier & qui I'on doit le fait d’exprimer des fonctions discontinues une somme d’une

série infinie de sinus et de cosinus.

5) Logique de croissance...

"Qest la fonction définie sur A par Qo OEJ* @ “ @@t 6 la suite définie
par 6 Qg .

Représenter "Qet émettre une conjecture sur la monotonie de "3

Démontrer que "Qn’est pas monotone sur 1 .

Calculer pour tout entier €, 0 0

En déduire la nature et le sens de variation de la suite 0

0 est la suite définie par & Q& , "Qétant une fonction définie sur ™

[0 ;400


http://poujouly.net/filesp/fiche/fiche_dsfourier.pdf

Démontrer que la proposition suivante est vraie :
« Si "Qest croissante, alors 0 est croissante ».

La réciproque de cette proposition est-elle vraie.

Graphique GeoGebra: H0  "Ii 1 6 det il "1"HI HIHH AAA

5) Optimisation de volume

L’optimisation de volume est tres utile en flaconnerie, en architecture ou
en logistique pour dégager un volume maximal dans un espace limité.

Par exemple, rechercher le volume maximal d’un cylindre inscrit dans une

demi-sphere. Dans ce probléeme, pour simplifier, 'unité utilisée est le

meétre.

On considere un cylindre droit de hauteur "Qinscrit dans une demi-sphere
de rayon'Y p.

Le cylindre et la demi-sphere ont le méme plan de base V et le méme axe

de symétrie 0 . ; la demi-sphére et le cylindre se coupent selon un
cercle I de rayon i .
Soit O un point de ce cercle i et "Ole projeté orthogonal de O sur V.

On désigne par U une mesure en radians de I’angle "O0 Det on suppose que T | -

Exprimer la hauteur "Qet le rayon du cylindre i en fonction de U.

Démontrer que le volume du cylindre inscrit dans cette demi-sphére s’exprime par la fonction "Qdéfinie sur
m} par 'Q “ OBET OE| .

Calculer la dérivée "@ele "Qet montrer que "Q| est du signe de p McOEB 1

Montrer qu’il existe une valeur| de U pour laquelle "Qadmet un maximum et que O B 1 A

En déduire les dimensions "Qet i du cylindre de plus grand volume dans cette demi-spheére, puis calculer la

valeur exacte en & de son volume.

6) Un modeéle mathématique pour les marées

L’objectif est de Durée  Heure
déterminer une de lfa 'je, 1 1 1
Coeff. Heure marée marée Hauteur Marnage fz 4 2

fonction "Qqui

modélise ce BIM 01h14 05h53 00h58 1,65m 9,15m  0,76m 2,29m 4,58m
PM 95 | 07hO7 10,80m

, . 06h33  01h05 950m 079m 238m 4.75m

phénomene des B 13040 o5hss  oonse | -3%™  930m  078m  2,33m  4,65m

PM 96 | 19h35 10,60m ! ! ! !

marées a Paimpol le

25 décembre 2011.




Retrouvez-ces informations par vous-méme : http://maree.info/62?d=20111225 et utilisez ce site pour faire

d’autres modélisations.

La courbe ci-contre (obtenue par quatre fonctions définies par
morceaux) nous amene a poser :

Vo OAT dw O  Qavec
0a24.

S~

Création du fichier GeoGebra avec la courbe ci-contre .

Vous pouvez Copier-Coller les commandes ci-dessous :

"Ho n[is8 0 8 hga ™ 8 o 8 8
i 6 ni 8 o 8 hga ™ 8 o 8 8
o6 ni 8 0 hg Hi 8 6 8 8
o ni 0 8 hsa ""s8 6 8 8

s hauteur

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 73, 24

Pour les pointillés, utiliser le menu contextuel sur chaque fonction (clic droit)— Propriétés— Style.

Choisir un modele

Utiliser le tableau des marées ci-dessus pour répondre aux questions.

Calculer la moyenne &

différence 0 @& a

des deux hauteurs & marée haute et & des deux hauteurs & marée basse. Calculer la

Calculer "Y la durée en heures entre deux marées hautes ou basses, a 0,1 heure prés par exces.

Lire & quelle heure Q, & 1 heure preés par défaut, se produit la premiére marée haute.

La fonction "Qque nous allons choisir comme modele doit vérifier les conditions suivantes :

(C1) : avoir une différence entre son maximum et son minimum égal & 0.
(C2) : avoir pour période "Y
(C3) :

(C4)

C4) : avoir pour maximum &

: atteindre son maximum pour @ Q.

Observation sur « le role » de @ @ Qet 'Q

La courbe de la marée est tracée en pointillés.

Créer les curseurs Qwwet Q puis tracer la courbe représentative de la fonction "Q définie sur 8 par :

Qo AT DO O Q

Fixer 0 P, ® Tet'Q T faire varier Q@ Qu’observe-t-on ?
Fixer @ p,® Tet'Q T faire varier @ Qu'observe-t-on ?
Fixer @ p,® pet'Q T faire varier @ Qu’observe-t-on ?
Fixer @ p,® pet® T faire varier Q Qu’observe-t-on ?



http://maree.info/62?d=20111225

Quelles condition, parmi (C1), (C2), (C3) et (C4), pourra étre vérifiée apres le calcul de 7 de @? de @?de 'Q?

Calculs de &fofmet Q

Placer Get @sur 1, et les curseurs Met ‘Qsur 0.

Calculer 6Ya 0,1 prés) pour que (C1) soit vérifiée. Placer le curseur @sur la valeur obtenue.
Justifier que (C2) est vérifiée si A 4 ¢ A Calculer @4 0,1 pres. Placer le curseur @sur la valeur obtenue.
Justifier que (C3) est vérifiée si@ "Q @ T Calculer et placer le curseur @sur la valeur obtenue.

Justifier que (C4) est vérifiée si OAT @ "Q & 'Q & . Calculer Qsur la valeur obtenue.

Le résultat est-il satisfaisant 7

Faire une prévision.

Utiliser la méthode précédente pour une ville et une date de votre choix que vous

trouverez sur le site http://maree.info/.

Prévoir avec votre modele la hauteur de la marée a 15h00 et la comparer a celle N Mer du Nord
: Manche Est

Manche Ouest
Pointe Bretagne

donnée par le graphique du site.

Bretagne Sud
Atlantique
Méditerranée

Uniguement les ports principaux

7)* Accés au Mélies
Dans un cinéma, deux parties sont & des niveaux différents, le dénivelé étant de un metre. On désire créer une

rampe d’acces reliant les deux plateformes.

. . le Mélies Nivea
On se place dans le repere 0P dans lequel le point 0 a pour ﬁ l le @& su;?:é?ie‘:]r

coordonnées (4 ;1) et on cherche une courbe obéissant aux

contraintes suivantes : 1 métre Niveau

I inférieur
La courbe passe par 0, 0 et I le milieu du segment A PR
[AB]. —
Les tangentes a la courbe en 0 et 6 sont horizontales.
Déterminer les réels cfmet wtels que la courbe de la fonction "Qdéfinie par Qe & WOE® — réponde

aux contraintes posées.

Montrer que la fonction "Qdéfinie par "Qw —w —w vérifie toutes les contraintes.


http://maree.info/

Déterminer la pente maximale (coefficient directeur de la tangente) pour ces deux courbes et justifier le choix

que vous feriez en tant qu’architecte.

8) Continuité en zéro

"Qest la fonction définie sur HYtz 1) Wb par:

QT

Qo OBl
w

Proposer une fenétre d’affichage pour représenter la courbe de "Qsur votre calculatrice et conjecturer sa limite

de "Qen 0 puis en +00 .

On pose Q -. Exprimer Q@ en fonction de "K_O EQQ Q H.

O T O W w "Q
Q ?
Q 5 Qw w Ol Q
w mMOE]I ®
Q A Qw p — Al
Q wap — Al
A Qw ® — OHRd
Qw p — — Al

o mow — ORI wp — Ald®® p — —



